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Одной из составляющих оценки качества

математического образования являются

результаты ЕГЭ по математике. При этом

динамика результатов ЕГЭ может

рассматриваться как промежуточный итог

реализации концепции математического

образования. Результаты ЕГЭ по математике

профильного уровня являются предметом

тщательного анализа учителей, работающих в

рамках городского методического объединения

учителей математики г. Прокопьевска



Недостатки в преподавании математики 

существенно влияющие на результаты ЕГЭ:

• отсутствие системы ликвидации пробелов в

осваиваемых математических компетенциях, начиная с

6 класса;

• отсутствие системной поддержки углубленного

математического образования в 8 – 11 классах;

• отсутствие действительного разделения обучения

математике на базовое и профильное в 10 – 11 классах,

что провоцирует низкую эффективность уроков;

• недостаточная квалификация педагогов, в том числе

предметная (неумение решать задачи повышенного

уровня сложности), неумение использовать

дистанционные формы работы.



Указанные недостатки приводят к наличию 

определенных проблем у учащихся:

• несформированность базовой логической

культуры;

• недостаточные геометрические знания и

графическая культура;

• неумение проводить анализ условия задачи,

искать пути решения, применять известные

алгоритмы в измененной ситуации;

• неразвитость регулятивных умений: находить

и исправлять собственные ошибки.



Самое важное – правильная методика подготовки. Не

нужно начинать с реальных задач ЕГЭ. Сначала – теория:

свойства геометрических фигур; определения и теоремы.

Но, все это не просто заучить, а в ходе решения сначала

простых задач на доказательство, вычисления, применения

свойств и признаков. На экзамене учащимся помогут

«домашние заготовки» - полезные факты, которые они

должны научиться доказывать до экзамена. А на экзамене

остается только вспомнить и записать решение. Так как

многие задачи по планиметрии строятся по одной из так

называемых классических схем, то их надо знать наизусть.



Предлагаю рассмотреть восемь ситуаций, возникающих

при работе с окружностями. Временами при проведении

касательных возникают прямоугольные треугольники.

Некоторые хорошо знакомые, а кое-какие могут сильно

удивить. А почему некоторые из них будут прямоугольные? И

как гомотетия помогает справится с окружностью? Эта

методическая разработка учит анализировать и доказывать. И

в конце рассмотрим, как применить изученное при решении

задач реального ЕГЭ.



Математика

Основные ситуации и 
конструкции (окружность)  

Методического продукт, позволяющий 
помочь учителям, работающим в 9 – 11 
классах в условиях дефицита времени   

систематизировать и обобщить материал 
по наиболее сложной теме математики. 



№ 1 Две касающиеся друг с другом 
окружности 

Центры

окружностей

О𝟏 и О𝟐. Расстояние

между центрами

равно сумме

радиусов

окружностей

О𝟏О𝟐 = 𝑹 + 𝒓 – это

как раз признак, по

которому мы

определяем, что

окружности

касаются внешним

образом.



№ 1 К этим окружностям проведена общая 

касательная. Точки касания - 𝑨 и 𝑩.



№ 1 Как только у нас есть

точки касания, то мы

уверенной твердой

рукой проводим

радиусы к касательной в

точки касания и еще

более уверенно

отмечаем прямые углы,

потому что, касательные

перпендикулярны

радиусам, проведённым

в точку касания. У нас

образуется при этом

прямоугольная

трапеция.



№ 1

𝐫 = 𝟐; 𝐑 = 𝟑

Найти: АВ



№ 1

𝐫 = 𝟐; 𝐑 = 𝟑

Найти: АВ

Дополнительный 

вопрос: найти МВ

В этой трапеции 

проведем высоту О𝟏Н.

О𝟏Н = АВ



№ 1

𝐫 = 𝟐; 𝐑 = 𝟑

Найти: АВ

О𝟏Н =

= 𝑹+ 𝒓 𝟐 − 𝑹− 𝒓 𝟐

= 𝟒𝑹𝒓 = 𝟐 𝑹𝒓

Ответ: 𝟐 𝟔.



№ 2
Касательная ЕМ, проходящая через 

точку касания окружностей



Соединяем  О𝟏 с Е и О𝟐 с Е. 
№ 2

И, как ни

странно, но

треугольник

О𝟏О𝟐Е −

прямоугольный.



№ 2 Задача № 2. Доказать, что треугольник

О𝟏О𝟐Е − прямоугольный.



№ 2
1. Чем является отрезок О𝟏Е?

2. Видят ли они равные треугольники в

четырехугольнике О𝟏МЕА?

3. Как доказать, что равны треугольники:

АО𝟏Е и МО𝟏Е?

4. Какие выводы можно

сделать из равенства

треугольников АО𝟏Е и МО𝟏Е?

Вывод: биссектрисы углов при боковой стороне трапеции

пересекаются под прямым углом. Поэтому треугольник О𝟏О𝟐Е −

прямоугольный.



№ 2
Задача № 3. Даны радиусы

𝑹 = 𝟑; 𝒓 = 𝟐, а найти ЕМ.



№ 3 Отрезки 𝑬𝑴,𝑬𝑨, 𝑬𝑩 − все равны



№ 3 Задача № 4. Как это доказать, что

треугольник 𝑴𝑨𝑩− прямоугольный, с

прямым углом 𝑨𝑴𝑩?



№ 3
Точка Е является центром окружности, описанной 

около треугольника 𝑴𝑨𝑩 (𝑬𝑴,𝑬𝑨, 𝑬𝑩 − все равны). 

Диаметр этой окружности является АВ, а на диаметр 

опирается прямой угол. 



Задача № 5. Чему равен косинус

угла МО𝟐В?
№ 3



a

𝒄𝒐𝒔𝑴𝑶𝟐𝑩 =
𝑹 − 𝒓

𝑹 + 𝒓
=
𝟏

𝟓
№ 3



И, найдем отрезок МВ из треугольника МО𝟐В.

№ 3



№ 4 В окружности проведена хорда

и касательная, проведённая через

один из концов хорды.



№ 4 Задача № 6.  Как найти угол между 
хордой и касательной. 

Равен половине дуги, которую 

стягивает хорда. 

Угол, вписанный в окружность и угол, опирающийся на

ту же хорду точно такой же.



№ 5 Задача № 6. Известны градусные

меры дуг, образованных при

пересечении двух секущих. Как найти

угол между секущими?

Какое дополнительное построение нужно выполнить?



№ 5 Какой угол, который равен

половине угла 𝜶?

Какой угол, который равен

половине угла 𝜷?



Зная, что угол ОСВ – половина 𝛃,

угол СВО – половина 𝛂 , как найти

угол 1?

№ 5



№ 6
Секущие, пересекающиеся в

точке вне окружности.



№ 6
Как найти угол между секущими, если

мы будем знать дуги, образованные этими

секущими?

Какое дополнительное построение нужно выполнить? 



№ 6

Почему ∠ 𝟏 =
𝟏

𝟐
∠ 𝛂 − ∠ 𝛃 ?



№ 6



№ 7 Окружность, которая касается

одной стороны треугольника и

продолжения двух его сторон, т.е.

вневписанная в треугольник

окружность.



№ 7 Задача № 8. Доказать, что СD –

полупериметр треугольника АВС.



№ 7 Задача № 8. Доказать, что СD –

полупериметр треугольника АВС.



№ 8 Окружности касаются внутренним

образом, радиус маленькой из них в

два раза меньше радиуса большей
окружности.

Разность их радиусов равно

расстоянию между их центрами.

Так как в нашем случае 𝑹 = 𝟐𝒓,

то меньшая окружность

проходит через центр большей

окружности.



№ 8 Дана касательная к маленькой

окружности, которая является хордой

большой окружности.



№ 8 Проведем отрезки АС и АВ, которые

пересекли маленькую окружность в

точках М и Р соответственно.



Вспомним, что такое гомотетия.



№ 8
Задача № 10. Доказать, что

отрезок МР, который параллелен ВС.

Для доказательства применим

гомотетию.

Две касающиеся друг

друга внутренним

образом окружности,

гомотетичны всегда.



№ 8 Окружности гомотетичны. Центр

гомотетии – т. А с коэффициентом

гомотетии, равным 2.

Точка Т переходит в точку О,

точка М – в точку С.

Точка Р переходит в точку В.

Это и означает, что АС в два 

раза больше АМ,  а АВ в два 

раза больше АР.

Следовательно, МР – средняя

линия и следовательно МР

параллельна ВС



А) пункт доказали с помощью гомотетии



𝜶

∠ ВАС = 𝜶

ВС = 𝟐 ∙ 𝟏𝟐 = 𝟐𝟒

⊿АВС является вписанным

в окружность:

ВС

𝒔𝒊𝒏𝜶
= 𝟐𝑹, 𝒔𝒊𝒏𝜶 =

𝑩𝑪

𝟐𝑹
=

𝟐𝟒

𝟐 ∙ 𝟐𝟎
=
𝟑

𝟓

𝒄𝒐𝒔𝜶 = 𝟏 −
𝟗

𝟐𝟓
=
𝟒

𝟓



𝜶

𝑪𝑲𝟐 = 𝑨𝑪 ∙ 𝑪𝑴 = 𝑨𝑪 ∙
𝟏

𝟐
𝑨𝑪

=
𝟏

𝟐
𝑨𝑪𝟐

𝐂𝐊 =
𝐀𝐂

𝟐

𝑩𝑲𝟐 = 𝑨𝑩 ∙ 𝑩𝑷 = 𝑨𝑩 ∙
𝟏

𝟐
𝑨𝑩 =

𝟏

𝟐
𝑨𝑩𝟐

𝐁𝐊 =
𝐀𝐁

𝟐

𝑩𝑲 + 𝑪𝑲 = 𝑩𝑪,
𝑨𝑩

𝟐
+
𝑨𝑪

𝟐
= 𝟐𝟒

𝑨𝑩 + 𝑨𝑪 = 𝟐𝟒 𝟐

По теореме о касательной и секущей:



𝜶

Из ⊿АВС по теореме косинусов:

𝑩𝑪𝟐 = 𝑨𝑩𝟐 + 𝑨𝑪𝟐 − 𝟐 ∙ 𝑨𝑩 ∙ 𝑨𝑪 ∙ 𝒄𝒐𝒔𝜶 ,

𝟐𝟒𝟐

= 𝑨𝑩 + 𝑨𝑪 𝟐 − 𝟐 ∙ 𝑨𝑩 ∙ 𝑨𝑪 − 𝟐 ∙ 𝑨𝑩 ∙ 𝑨𝑪

∙
𝟒

𝟓
,

𝟓𝟕𝟔 = 𝟓𝟕𝟔 ∙ 𝟐 −
𝟏𝟖

𝟓
∙ 𝑨𝑩 ∙ 𝑨𝑪,

𝟏𝟖

𝟓
∙ 𝑨𝑩 ∙ 𝑨𝑪 = 𝟓𝟕𝟔

𝑨𝑩 ∙ 𝑨𝑪 =
𝟓𝟕𝟔 ∙ 𝟓

𝟏𝟖
= 𝟏𝟔𝟎.

𝑺𝑨𝑩𝑪 =
𝟏

𝟐
∙ 𝑨𝑩 ∙ 𝑨𝑪 ∙ 𝒔𝒊𝒏𝜶 =

𝟏

𝟐
∙ 𝟏𝟔𝟎 ∙

𝟑

𝟓
= 𝟒𝟖

Ответ: 48





«Открытие ворот»



«Открытие ворот»

𝑪𝑭 = 𝑪𝑻



«Открытие ворот»

𝑪𝑭 = 𝑪𝑻
𝐴F = 𝐴𝑃



𝑪𝑭 = 𝑪𝑻, 𝑨𝑭 = 𝑨𝑷

(отрезки касательных)

𝑨𝑭 + 𝑨𝑩 = 𝑨𝑷 + 𝑨𝑩 = 𝑩𝑷

𝑭𝑪 + 𝑩𝑪 = 𝑪𝑻 + 𝑩𝑪 = 𝑩𝑻

𝐁𝐏 = 𝐁𝐓 (отрезки 
касательных)= 𝐩𝐀𝐁𝐂

𝑨𝑭 + 𝑨𝑩 = 𝑭𝑪 + 𝑩𝑪, ч. т. д



Е и К – точки касания окружности 

со сторонами АВ и АС



КС = р − АВ

АР = р − АВ
⟹ КС = АР

𝑨𝑭 + 𝑪𝑹 − 𝑹𝑭 = 𝑨𝑪

⇒ 𝑹𝑭 = 𝑨𝑭 + 𝑪𝑹 − 𝑨𝑪

𝑪𝑹 = 𝑪𝑲 = 𝑨𝑷 = 𝑨𝑭 = 𝟔

𝑨𝑭 = 𝒑 − 𝑨𝑩 = 𝟏𝟑 − 𝟕 = 𝟔

𝑹𝑭 = 𝟔 + 𝟔 − 𝟏𝟏 = 𝟏

Ответ: 1.


